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1 Introducao

As discussbes sobre o que consistem o método analitico e o método sintético
sdo constantes, desde a antiguidade, e as concep¢des dos mateméticos e filosofos
da matematica sobre o assunto variam muito, por vezes contraditérias; ainda
mais amplas e complexas sao as discussoes dos filésofos sobre este tema, como
se pode ver em Otte e Panza (Otte and Panza 1997) e também na Stanford
Encyclopedia of Philosophy, disponivel na Internet.

Nosso objetivo é mostrar, por meio de dois exemplos, a diferenca entre o
método sintético e o analitico. Faremos isso, apresentando duas solugoes para
cada um dos problemas, uma analitica e a outra sintética.

Para situar os leitores, apresentamos, antes de abordar os exemplos, como,
ao longo dos tempos, o método analitico e o sintético foram comparados.

Em primeiro lugar, vejamos o que um importante autor grego, Pappus, de-
vido a quem sabemos muito da matemaética grega antiga, afirma:

O campo da analise, tal como o concebo, meu filho Hermodoro,
é a maneira especifica de que dispoemos que, apos ter dominado os
elementos mais comuns, desejam colher das linhas o poder de encon-
trar os problemas que lhes sao propostos. Seguindo pelo caminho
da analise e da sintese que este assunto foi tratado por trés homens:
Euclides, autor dos Elementos, Apolonio de Perga e Aristeu o Velho.
A anélise é portanto o caminho que parte do que é procurado, con-
siderada como aceito, para chegar, por meio de consequéncias que
dai decorrem, & sintese do que foi aceito. Com efeito, supondo que,
na anélise, o que é procurado é obtido, considera-se o que decorre
disso e aquilo que o precede, até que, recuando, chegue-se a algo
ja conhecido ou que é levado em conta pelos principios aceitos; e
designamos este encaminhamendo de andlise, levando em conta que
ele inverte o sentido do desenrolar da solu¢ao. Na sintese, ao contra-
rio, supondo que o resultado finalmente percebido usando a sintese
ja tenha sido achado pela analise, e colocando entao suas cosequén-
cias e suas causas em sua ordem natural, e encadeando-as, chega-se
por fim a contruir o que é procurado; e é isso que designamos como
sintese.! (Pappus 1933, p. 477)

Passemos agora ao século XVI e vejamos o que grande inovador Francois
Viéte pensava sobre o asunto:

ITodas as tradugdes sdo do autor deste trabalho. Devido a seu carater expositivo, nem
todos os textos originais figuram em rodapé ou notas finais.



Encontramos na matematica uma certa maneira e moda de procu-
rar a verdade, a qual diz-se ter sido em primeiro lugar inventada
por Platao, que Theon chama de anélise, e definida por ele como a
aceitagdo do que é procurado, como se ele fosse aceito, para chegar
a verdade procurada, e isso por meio dos efeitos; ao contrario, a sin-
tese é a a aceitagdo de uma coisa j4 conhecida para chegarmos ao
conhecimento do que procuramos por meio dos efeitos. (Viete 1630,
1)

No século seguinte, assim escreveu Descartes

(...) os antigos gedmetras serviram-se de uma andlise que estendiam
a resolucao de todos os problemas, mas da qual, com ciames, priva-
ram a posteridade. (Descartes, Regras para a Dire¢cao do Espirito,
Guinsburg, Romano e Cunha 2010, p. 415)

Um pouco mais tarde, no Iluminismo, a L’ Encyclopédie Méthodique explica
que

Distingue-se geralmente nas ciéncias exatas dois tipos de méto-
dos, a andlise e a sintese. Mas na matematica estes métodos tém
dois sentidos; um que é o mesmo que eles tém em outras areas; o
outro so6 foi introduzido ap6s a revolucao feita por Descartes.

Pela anélise procura-se uma verdade desconhecida; pela sintese
prova-se uma verdade enunciada.

Darse também o nome de sintese & geometria dos antigos, e o de
analise a algebra literal usada pelos modernos.

(...) mas em geral ha diferencas essenciais que fazem com que
o método dos modernos seja definitivamente preferido.

Enfim, as operacoes da sintese sao mais complicadas, seu desen-
volvimento dificil de ser seguido e seus resultados menos gerais (.. .)
dessa maneira ela foi abandomada por quase todos os gedmetras.
(D’ Alembert et autres 1785, 389-390)

Heath, em seu History of Greek Mathematics explica:

(...) Platao explicou a Leodamo de Thasos o método de pesquisa
chamado de analise; o relato de Proclus € mais completo, afirmando
que o melhor método para descobrir lemas em geometria é o que
por meio da andlise leva o que se quer conhecer até a um principio
reconhecido, um método que dizem foi comunicado por Platao a La-
odamo, e por meio do qual este ultimo, como afirmado, descobriu
varias coisas em geometria’. Nada além disso conhecemos sobre Le-
odamos, mas os trechos sao importantes por terem dado origem &
ideia de que foi Platdo quem inventou o método da anédlise matema-
tica, uma ideia que, como veremos posteriormente, parece se basear
em um equivoco. (Heath 1921, p. 213)



E ele continua:

A primeira parte da passagem acima, com afirmac¢do semelhante
em Diogenes Laercio afirmando que Platdo "explicou a Deodamos
de Thasos o método de pesquisa chamado anélise”, tem sido geral-
mente interpretado com atibuindo a Platdo a invencao do método
de anédlise em matemaética. Mas como a andlise, de acordo com as
interpretacoes antigas nada mais do que uma ’sucessao de redugoes
de um teorema ou um problema até que chegar a uma teorema ou
problema ja conhecido, , é dificil ver em que a suposta descoberta de
Platao tenha sido; isso porque a anélise, neste sentido, tem que ter
sido utilizada fequentemente em pesquisas anteriores. Nao somente
Hipocates de Quios reduz o problema de duplicar o cubo ao de achar
duas médias proporcionais, mas é claro que o método de anélise, no
sentido de reducao, tem que ter sido, em algum sentido, usado pelos
pitagoricos. Por outro lado, a linguagem de Proclus sugere que ele
tinha em mente passagens do Republica, que naturalmente nao se re-
ferem de nenhuma maneira & anélise em matematica; pode portanto
ser que a ideia de que Platao descobeiu o método de analise é um
equivoco. (Heath 1921, p. 291)

Vejamos como um autor moderno, do fim do século XIX, interpreta a andlise
e a sintese em geometria.

A analise é o método pelo qual uma proposi¢do desconhecida A
é reduzida a uma outra proposi¢ao desconhecida B, em seguida esta
segunda é por sua vez reduzida a C, e assim sucessivamente, até que
se chegue a uma proposicao conhecida.

A sintese é o método em que se pasa de uma proposicao conhecida
D, a uma outra proposicao conhecida C, em seguida desta a uma
terceira B, e assim sucessivamente, até chegarmos & proposicao A
que se quer estudar.

A anélise e a sintese tém sentidos opostos: enquanto a primeira
comec¢a com o problema estudado para chegar a uma situacao co-
nhecida, a segunda comeca com uma situacao conhecida para chegar
ao problema estudado. FGM (1882)

Uma discussdo ampla sobre anélise e sintese pode ser encontrada na Stanford
Encyclopedia of Philosophy, disponivel gratuitamente na Internet..

Uma vez expostas estas visdoes do que constituem a analise e a sintese em
matematica, exemplificaremos como os dois métodos sao aplicados.

2 O problema de Clavius

Em primeiro lugar, apresentaremos a solu¢ao de um problema do livro Geome-
tria prdtica (1604) de Clavius, e que foi posteriormente resolvido analiticamente
por Descartes.



Cristovao Clavio (Christopher Clavius ) (Figura 1) nasceu em Bamberg, no
que é hoje a Alemanha. Ele é conhecido principalmente por seus trabalhos

em astronomia, que fizeram com que seu nome fosse dado a uma cratera lunar
(Busard 1981).

CHELTT OPHORYIY - CLAVIVE
HEEF - W )

Figura 1: Christopher Clavius

Além disso, o que & menos conhecido, ele foi um matematico importante,
embora nao criativo, pois seus escritos tiveram grande divulgacao e repercus-
sao. Entre suas muitas obras matematicas temos uma edicao dos Elementos de
Euclides (1574), Algebra (1608) e o Geometria Prdtica (1604). Seus livros fo-
ram traduzidos para o chinés por um missionéario jesuita que tinha sido aluno de
Clavius, Matteo Ricci (1552 — 1610,) e muito influenciaram o desenvolvimento
da ciéncia na China.

Sua monumental edicao dos Elementos de Euclides se caracteriza por uma
discussao cuidadosa da obra, propondo demonstragoes alternativas, compa-
rando, apontando deficiéncias, dando exemplos numeéricos para tornar claras
as proposicoes de Euclides.

Em outra obra sobre geometria, o Geometria Prdtica de 1604, Clavius propoe
e resolve o seguinte problema: Dado um ponto D fora de um tridngulo ABC,
trace uma reta que passe por D e divida o triangulo ABC em duas partes iguais
(Figura 3).

3 A solugao sintética de Clavius

Vejamos, em primeiro lugar, a solucao sintética de Clavius.
Considere a Figura 2 e proceda da seguinte maneira

1. Trace uma reta que passa por D, é paralela a CB e intercepta o prolon-
gamento de AC em E.



Figura 2: Solucao sintética de Clavius

2. Divida AC ao meio, no ponto F.

3. Seja o ponto G sobre AC escolhido de tal maneira que CG é a quarta
proporcional de ED, CB e C'F. Ou seja,

ED:CB:CF:CG

4. Determine a média proporcional d de CE e CG: ,

CE:d:d:CG

5. Determine H sobre C'A tal que

ret(CH,GH) = quad(d)
6. Entao, DH é o segmento de reta pedido.

Demonstraremos agora que a constru¢ao acima resolve o problema.
Trace DH, que intercepta CB em I. Devido aos itens 3 e 4, temos que

ret(CH,GH) = quad(d) = ret(CE, CG)
Assim

HG:CG ::CE :CH.

Disso segue-se que



(HG+CQ):CG:: (CE+CH):CH,

do que obtemos, usando semelhanca de triangulos, que

CH:CG=HE:CH=ED:(CI.
Agora, usando o item 2,
1
retiAC, CB)

Entao usando a proposi¢ao VI.23 dos Elementos, vemos enfim que

ACIH = %AABC

4 A solucao analitica de Descartes

Descartes conhecia o problema de Clavius e o resolveu da seguinte maneira,
segundo Bos e Reich (Bos und Reich 1990, 206, 207). Para isso, Descartes
aplicou seu método analitico, exposto no La Géométrie, de 1637, e que constitui
o que chamamos hoje de geometria analitica.

Figura 3: O problema de Clavius

No La Géométrie, Descartes escreveu:

Todos os problemas em geometria pode ser facilmente reduzido a
tais termos [circulos e linhas retas| ndo sendo necessario depois se-
nao conhecer o comprimento de algumas linhas retas [segmentos de
retas| para construi-los.? (Guinsburg, Romano e Cunha 2010, 460;
Barbosa e outros 2017)

2Tous les problémes de géométrie se peuvent facilement réduire & tels termes [cercles et
lignes doites], qu’il n’est besoin par aprés que de connoitre la longuer de quelques lignes droites
pour les construire.



Entao, como Descartes preconiza no Géométrie, proceda da seguinte ma-
neira:

1. Desenhe uma figura.

2. Atribua um nome a cada segmento de reta, conhecido ou desconhecido
(por exemplo, z, y, a, b,...).

3. Escreva simbolicamente todas as relacoes entre estas quantidades.

4. Trabalhe com estas relagdes até que vocé tenha as incognitas em equagodes
que vocé consegue resolver.

Vejamos como Descartes seguiu seu roteiro para atacar com sucesso o pro-
blema de Clavius. Em primeiro lugar, é necessario relembrar um resultado de
geometria euclidiana que alguns talvez tenham esquecido. Trata-se da proposi-
cao VI.23 dos Elementos de Euclides.

4.1 Um resultado dos FElementos de Euclides

Proposigao VI.23. Se paralelogramos tém os angulos correspondentes iguais
entao suas areas estao entre si como o produto dos lados.

Com efeito. Sejam os paralelogramos ABCD ¢ EFGH em que os angulos
DAB e HEF s#o iguais (Figura 4).

Figura 4: Proposicao VI1.23

Coloquemos os dois paralelogramos equiangulares ABCD e HGFE dispos-
tos como na Figura 5, de tal maneira que os pontos B e H coincidam e G esteja
no prolongamento de AB.

Como os paralelogramos ABCD e BGSC tém a mesma altura, vemos que

Sapcp _ AB (1)
Spasc  BG’

Como os paralelogramos CSGB e BGFFE tém a mesma altura, vemos que




N
\,

Figura 5: Disposicao dos paralelogramos

Spesc _ UB
Serap BE

Multiplicando (1) e (2) termo a termo obtemos o que desejavamos:

(2)

S AB CB
Sgrge BG BE
Decorre imediatamente dessa proposicao que:

Corolario: As areas de dois tridngulos que tém um angulo correspondente
igual estao entre si como os produtos de seus lados.

H G

A D

B C F

Figura 6: O corolario de VI.23

Com efeito, sejam os tridngulos ABC' e HEF em que os angulos ABC e
HEF sao iguais. Complete os tridngulos de modo a obter os paralelogramos
ABCD e HEFG (Figura 6) Entao, por VI.23, obtemos imediatamente o resul-
tado procurado.



4.2 A solucgao de Descartes

Clavius procedeu sinteticamente; isto é, adicionou retas & figura e procurou que
relacoes de semelhanca existiam nos dois tridingulos considerados para mostrar
que sua construcao realmente permitia resolver o problema. Descartes, nao; ele
usou seu método analitico: supods que o problema esta resolvido, acha relagoes
entre os segmentos de reta envolvidos. No Géométrie, o roteiro proposto por
Descartes para resolver qualquer problema de geometria é o seguinte:

1. Desenhe uma figura
2. Identifique claramente o que vocé esta tentando resolver

3. atribua um nome a cada quantidade, conhecida ou desconhecida (por
exemplo, z, y, ...)

4. Aplique varias técnicas a essas relagoes até que vocé tenha as incognitas
em equagoes que vocé consegue resolver.?

Podemos agora apresentar a resolu¢ao do problema por Descartes.
Suponhamos o problema resolvido. Trace DF paralela a CB (Veja a Figura
7).
Agora, demos nome as retas envolvidas, conhecidas ou desconhecidas, e ten-
temos achar relagoes entre elas. Facamos (Figura 7)

CA=b,DF =p,CF=q,CB=a, AB=¢,CIl =2z CK =u.

Observe que os dois ultimos segmentos, CI e CK, sao desconhecidos.

Figura 7: A solucdo de Descartes

O que Descartes faz pode nos causar surpresa. Hoje, quando pensamos em
geometria analitica, automaticamente pensamos nos dois “eixos cartesianos”, em

3 Ainsi, voulant résoudre quelque probléme, on doit d’abord le considérer comme déja fait,
et donner des noms a toutes les lignes qui semblent nécessaires pour le construire, aussi bien
A celles qui sont inconnues qu’aux autres. Puis, sans considérer aucune différence entre ces
lignes connues et inconnues, [...] jusques a ce qui se nomme une équation; car les termes de
I’ une de ces deux fagons sont égaux a ceux de l'autre. Et on doit trouver autant de telles
équations qu’on a supposé de lignes qui étaient inconnues.

10



geral ortogonais e em relagdo aos quais sdo dadas as coordenadas (z, y) de um
ponto do plano. Descartes nao faz isso. Ele escolhe dois segmentos de reta e
procura relacionar os outros segmentos de reta com eles. Esses dois segmentos
de reta escolhidos sdo seu sistema referencial, desempenham o mesmo papel que
nossos habituais eixos cartesianos. Em nosso caso, Descartes escolheu CI e CK.
Observe que, se conhecermos um destes dois segmentos, teremos determinado a
reta procurada.
Os triangulos CIK e FDI séo semelhantes (Figura 7). Assim,

(g+2):p=z:u >pz=u(qg+2) (4)

Como estamos supondo que a reta DI divide o tridngulo ao meio, temos que

drea deCAB :éareadeCIK = 2: 1. (5)

Mas, os tridngulos ABC e ICK té um angulo igual. Entdo, pelo corolério
que demonstramos acima, ab : uz = 2 : 1, ou seja,

1
uz = iba (6)

Agora, temos duas equagoes, (5) e (6), em ze u. Eliminando u, obtemos

9 %ba %ba
2= F—z+ .
p p

Uma equagao quadratrica com coeficientes positivos.

Isso pode nos causar surpresa. Descartes procura uma reta que divida o tri-
angulo ABC em duas partes iguais. Ora, sabemos que uma reta é representada
por uma equagao da forma ac+by+c = 0), e ndo por uma equagdo quadratrica.
O que estéd acontecendo?

Descartes era geometra. Para ele, a dlgebra era uma ferramenta para es-
tudar a geometria, para aplicar seu método analitico. Para nés, dar uma reta
ou sua equacao ndo faz diferenca. Quando pensamos em uma, pensamos auto-
maticamente na outra. Isso ndo acontecia com Descartes. Sua prioridade era
definitivamente a geometria. Em verdade, embora conhecesse o fato de que uma
linha reta é representada por uma equacao do primeiro grau em x e y, Descartes
nunca a apresenta no Géométrie.

Assim, Descartes ndo apresenta a equacao da reta procurada. Ele determina
um ponto (I) sobre ela, o que permite traga-la facilmente.

Para nos, o problema esta resolvido. Estamos tao habituados a identificar
uma curva com sua equacao que pensando em uma delas pensamos automatica-
mente na outra. Nao para Descartes. Como gedmetra que era, ele via a algebra
como uma ferramenta para resolver analiticamente problemas de geometria. O
que realmente interessava era a geometria. Assim, Descartes tem que construir
a solugao da equagdo acima (veja Bos 2001). Examinemos como ele procede.
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4.3 A construcgao da solucao.

No Géométrie (Guinsburg e outros,2010, pp. 492—496), Descartes mostra como
efetuar geometricamente, com segmentos de reta, as quatro operagoes elementa-
res (adicdo, subtragao, multiplicagdo e divisao) e a extragao de raizes quadradas.
A soma e diferenca de segmentos nao apresenta problemas. Em seguida, ele de-
fine o produto de segmentos da seguinte maneira. Na Figura 8, se OC = 1,
OD = a, OF = b, entdo, usando a semelhanga dos tridngulos OCB e ODA,
OF = ab.

Figura 8: O segmento OF é o produto dos segmentos OD e OF

De maneira analoga, ele define o quociente de segmentos. Na figura 9, se
0OC =1, OD=b, OE= a, entdo, OF =b/a.

Figura 9: O segmento OF é o quociente dos segmentos OD e OF

Observe que, para definir estas duas operagoes, Descartes tem que escolher
uma unidade. Este procedimento de Descartes foi inovador. Ele rompe defi-
nitivamente com a exigéncia de homogeneidade dos gedmetras gregos, que era
muito restritiva.

Em seguida, Descartes ataca o problema de como achar a raiz quadrada de
um segmento.

Figura 10: Construcao da raiz quadrada de AB

Dado o segmento AS, para achar sua raiz quadrada, v/ AS, Descartes procede
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como segue: Prolongue o segmento AS até R, de maneira que RA = 1. Seja O
o ponto médio de RS. Trace o circulo de centro O e raio OS (Veja a Figura 10).
Seja FA a perpendicular ao diametro AS, por A. Entdo, pelas propriedades
métricas em um triangulo retangulo, AE = v/AS.

E

Figura 11: Construcdo da solugio de z° = ax + b

5 A construcao das raizes da equacao

A equacdo a que Descartes chegou é do tipo 22 = az + b. Para resolvé-la (Veja
a Figura 11), faca OC = a/2, CD = /b, AD = 2. Entdo,

CD* = DL x AD,

ou seja

b(z —a)z = b=2*>—az = 2> =az +b.

Assim, Descartes mostrou como seu método analitico podia resolver este pro-
blema. Alias, no Géométrie, ele afirma que o método permite resolver qualquer
problema geométrico, ja formulado ou que vier a ser formulado.

Embora a solucao deste problema por Descartes nao seja o maior exemplo do
poder de seu método analitico, ela ilustra bem como Descartes procedia. Além
disso, ela nos mostra que a “geometria analitica”” de nossos livros escolares
nao é bem o método analitico de Descartes. O que vemos hoje é o fruto de
uma sistematizacao posterior a qual os interessados podem consultar em Boyer
(2004). Alias, se vocé tentar resolver este problema usando os tradicionais
eixos cartesianos ortogonais, verd que o tratamento que expusemos é bem mais

simples.

6 Comentarios adicionais sobre analise e sintese

Até agora, os exemplos citados para mostrar a diferenca entre anélise e sintese
sao geométricos. O que pode levarnos a acreditar que elas s6 se aplicam &
geometria. Isso nao é verdade, como mostrado no exemplo a seguir. Considere
a funcao f definida para todos os ndmeros reais diferentes de % da seguinte

maneira:

13



fle) = 224111

Deseja-se mostrar que para todo y # % existe  # % tal que y = f(x).

6.1 Demonstracao analitica

Seja y # 3. Caso existam z que verificam y = f(z), quais sdo eles?
Ora

z+1
20— 1

y=f(z) = y= — 2z—-1y=z+1.
Segue-se entao que

y+1
2y — 1’

xy—zx=y+l<=a22y—-1)=y+l<=za=
. 1
pois y # 5.

6.2 Demonstracao sintética

Suponha que y # % Entao, como mostrado pela anéalise que acabamos de
efetuar, se existe x tal que f(x) =y , ele tem que ser da forma

oyt
Sy —1

Resta-nos verificar que = # 1 e que f(z) =y.
Primeiramente vejamos se x = % .Procederemos por absurdo, supondo que

x:§:

y+1 —1<:>2 +2=2y<—2=-1

N[—=

o que é absurdo. Portanto, z #
Calculemos o valor de f(x):

+1 2y
z+1 5,1 + 1 2y—1
f)= gt = 2o B

S 21 221;+—1 -1 55

1

Assim, para todo y # 5 , existe z # 3 tal que y = f(z).
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6.3 Mais um exemplo

Comparemos os dois métodos demonstrando a mesma proposi¢ao aplicando cada
um deles.

Considere a proposicao

A distancia M P de um ponto qualquer M de uma circunferéncia
a uma corda dada AB é a média proporcional entre as distancias
MG, ME do mesmo ponto M as tangentes AC, BC tragadas pelas
extremidades da corda dada AB.

6.3.1 Resolucgao analitica

Consideremos a Figura 12

Figura 12: Resolugdo analitica

Desejamos provar que

MP? =ME - MG
Supondo isso verdadeiro, temos que

ME MP

VP = MG (7)

Mas os angulos EM P, PM G sao iguais, pois sdo respectivamente iguais aos
angulos iguais eMC, gmC, portanto, aceitando (7), vemos que os tridngulos
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EMP, PMG sao semelhantes pois tém um angulo compreendido entre dois
lados homoélogos proporcionais.

Entao, como consequéncia, /M PE = ZMGP. De maneira analogca, ZMGP =
/MBP.

Mas os angulos M AE, M BP medem ambos a metade do arco AM, logo sao
iguais e o mesmo acontece cm os angulos M PE, MGP.

Assim, o teorema esta demonstrado e podemos escrever

MP?=ME - MG.

6.3.2 Resolugao sintética

O quadrilatero APME é inscritivel porque dois de seus angulos opostos sdo
iguais. Assim, /ZMPE = /Z/MAE pois estdo inscritos no mesmo segmento.
Analogamente, /MGP = /M BP. Além disso, os angulos inscritos M AE e
M BP sao iguais, e portanto

LMPE = ZMGP.

Como os angulos EM P e GM P sao iguais pois sao respectivamente iguais
aos angulos em m, resulta que os tridngulos M PE e M PG sao equiangulares,
e portanto semelhantes:

ME MP
—— =— — MP?=ME - MG.

MP MG ¢
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