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Prefacio

Este texto resultou das reunides semanais do Grupo de Histéria da Ma-
temética do Programa PROFMAT do Instituto de Matemaética e Estatistica
da Universidade do Estado do Rio de Janeiro. Durante a leitura do capitulo
“Techniques of the Calculus”, 1630 —1660, escrito por Kirsti Mgeller Peder-
sen para o livro From the Calculus to Set Theory 1630 — 1910, de Grattan-
Guinnes [10]. Rapidamente tornou-se claro que o texto, por sua concisao,
precisava ser detalhado com material paralelo. Disso, resultou esta pu-
blicagao.

O estudo das tangentes a curvas no século XVII faz parte da grande
virada matemaética daquela época, como pode ser visto no livro de Evelyne
Barbin [2], e a literatura dedicada especificamente ao tema é vasta e pro-
funda, sendo impossivel abrangé-la em um semindrio. Ja em 1919 Anibal
Scipiao Gomes de Carvalho dedicou-lhe alentada monografia [6].

Seria impossivel estudar as contribuigbes de todos os matemaéticos da
época que se ocuparam em achar métodos, mais ou menos gerais, para de-
terminar tangentes a curvas. Um diligente aluno de doutoramento, com
varios anos para trabalhar, e com acesso a arquivos e bibliotecas em muitos
paises e varias linguas, conseguiria um quadro mais ou menos completo, que
logo seria tornado obsoleto por novos resultados de pesquisa. O assunto é
como uma fractal, cada aproximacao desvenda novos horizontes.

Particularmente tteis foram Baron [3] e Boyer [5], pelas pistas que deram
para trabalhos originais. O site archives.org muito auxiliou na sua procura.
Optamos por nao citar, nas referéncias, as obras originais consultadas, que
podem ser identificadas por exemplo em Boyer e Pedersen.

Os matematicos do século XVII testavam novos métodos que lhes per-
mitissem atacar e resolver problemas legados pelos “antigos” ou novos. As-
sim, vemos que eles frequentemente abordam questoes ja estudadas ante-
riormente, cujas solucoes ja eram conhecidas, a fim de testar o poder dos
novos métodos. Além disso, observa-se, por exemplo no caso de Fermat, a
tentativa de aplicar a curvas transcendentes métodos originalmente aplica-
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dos a curvas algébricas. Nesse sentido, é exemplar o caso da cicloide, muito
estudada, e que deu origem a acerbas controvérsias de prioridade ou sobre
a superioridade de um método sobre outros. Outra curva frequentemente
considerada pelos matematicos daquela época foi a quadratriz.

Queremos destacar a andsise detalhada, feita por Patricia Nunes da Silva,
para exposicao nos seminarios do Grupo de Historia da Matematica, de como
Roberval achou a tangente a quadratriz, tema de que Pedersen foge como
o diabo da cruz. O raciocinio de Roberval é extremamente obscuro, e exige
perspicacia para traduzi-lo em linguagem compreensivel.

Patricia Nunes da Silva e Joao Bosco Pitombeira de Carvalho agradecem
aos membros do Grupo de Histéria da Matematica, particularmente Fer-
nando Antonio de Aratijo Carneiro pela leitura cuidadosa das varias versoes
do texto e & FAPERJ, que tornou este trabalho possivel.



Capitulo 1

Roberval

Algumas das tentativas bem sucedidas no século XVII para atacar problemas
de tangentes foram feitas por Gilles Personne de Roberval, entre 1630 e
1634. Como ele tinha que garantir sua posicdo no Collége Royal em Paris,!
guardava ciosamente muitos de seus resultados matematicos, o que originou
iniimeras disputas sobre prioridade, particularmente com Descartes, que o
detestava, no que era retribuido a altura.

1.1 O método das velocidades instantaneas

Gilles Personne de Roberval (1602-1675) adotou uma perspectiva dindmica
no estudo das curvas e de suas tangentes. Ele considerava que uma curva
é gerada pelo deslocamento de um ponto e que, em cada ponto da curva,
a tangente é a diregao da velocidade instantanea do ponto mével (Skinner,
[16]). Caso o vetor velocidade em um ponto possa ser decomposto em dois
outros vetores velocidade mais simples e que possam ser determinados, entao
o problema esta resolvido. Com este método, Roberval conseguiu determi-
nar, corretamente, as tangentes a varias curvas estudas em sua época. Ao
tratar das conicas, ele cometeu enganos, pois pensava que os movimentos
geradores se afastavam dos focos ou do foco e diretriz, e usou incorretamente
a regra do paralelogramo. Ele foi bem sucedido no caso da espiral, da ci-
cloide e da quadratriz, mas nao conseguiu formular uma maneira geral que
permitisse atacar com sucesso qualquer curva.

Mostremos primeiramente como ele atacou o caso da espiral de Arqui-
medes.

1O Collége Royal é uma instituicio de ensino e pesquisa francesa muito importante,
fundada em 1530 pelo rei Frangois 1.
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1.1.1 Roberval e a tangente a espiral de Arquimedes

Figura 1.1: Roberval e a tangente & espiral

Considere a espiral da Figura 2.1 e cuja equacao polar é r = at, 6 = wt.
O movimento de um ponto P(ar,wt) sobre a curva pode ser decomposto
em uma componente radial (se afastando da origem) e uma componente
angular. A fim de achar a tangente a espiral no ponto P, tomemos o vetor
velocidade radial, de médulo a e o vetor velocidade angular, de médulo rw,
tangente ao circulo de raio r e que passa por P. A soma desses dois vetores
é o vetor velocidade instantanea no ponto P, na direcao da reta tangente a
espiral.

1.1.2 Roberbal e a tangente a cicloide

A cicloide foi uma curva muito debatida e estudada no século XVII, época em
que ela era denominada trocoide e deu origem a discussoes acaloradas. Pelo
que sabemos, o primeiro matematico a menciona-la foi Charles de Bouvelles,
em 1501, em suas tentativas para fazer a quadratura do circulo ([13]).

Figura 1.2: A cicloide
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A cicloide é a curva gerada por um ponto de uma circunferéncia que
gira, sem deslizar, sobre uma reta, chamada de diretriz. Curvas de tipos
semelhantes podem ser obtidas com diretrizes diferentes. O jogo spirograph
gera cicloides fascinantes, e é possivel parametriza-las todas.

Em linguagem moderna, a cicloide pode ser descrita como segue. Seja
um circulo de raio r que, quando 6 = 0, é tangente ao eixo dos x, na origem
(Figura 1.3). O circulo rola ao longo do eixo com velocidade angular cons-
tante de 1 radiano/seg. A cicloide é a trajetéria do ponto P sobre o circulo
inicialmente na origem e cujas coordendas, no instante 6 sao

{ x=7r(t—senf)
y=71(1-cosh)

10| {

Figura 1.3: A cicloide

Roberval percebeu que o movimento de um ponto P da curva é a com-
posicao de uma translacdo com movimento retilineo uniforme de velocidade
1, ao longo do eixo dos x, e de um movimento circular uniforme com ve-
locidade angular igual a 1, situado, no instante 6, em (r6,r). Os vetores
velocidade instantdnea correspondentes sao,

{ u=(r,0)

w = (—rcosf, senf)
A soma desses dois vetores é
v =(r(1-cos,f),rsenh),

a tangente a cicloide no ponto P.
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Figura 1.4: Roberval e a tangente & cicloide

Obviamente, Roberval nao procedeu como acima. Sua solucdo estd
esbogada a seguir, no que seguimos Pedersen ([15], p. 23).

Na Figura 1.4, seja ABC a cicloide gerada pela circunferéncia AD. O
movimento do ponto A, quando a circunferéncia gira, é a composicao de um
movimento retilineo uniforme, na direcao de AC' e de uma rotacao uniforme
em torno do centro da circunferéncia; a direcao deste movimento no ponto
E é tangente, por F, a circunferéncia, ou seja, a direcdo FH.

Como estes movimentos sao uniformes, os espagos percorridos (no mesmo
tempo) serao proporcionais as respectivas velocidades. A razao destes movi-
mentos é igual a razao entre AC' e o comprimento da circunferéncia. Assim,
se o ponto H for definido por

EF : FH = AC : (perimetro da circunferéncia),

entdo FH serd tangente a cicloide no ponto E. A razdo do lado direito é
igual a unidade, e Roberval demonstra, geometricamente, que EH é paralela
a F'B, para o que é usado o seguinte resultado (Figura 1.5).

Lema. Seja dada uma semi-circunferéncia de didmetro BA e com centro
R. Sejam O um ponto sobre a semi-circunferéncia, OH perpendicular ao
diametro, OK paralela ao mesmo e OS a tangente & semi-circunferéncia,
por O. Entéo, a reta OA é a bissetriz do dngulo com vértice em O e lados
OH e OS.

Suponha que o angulo ARO = « seja obtuso. Entao, como o tridngulo
ORA é isosceles, resulta que o angulo AOR = a e que o angulo AOK = a.
Além disso, KOS = ROH pois tém os lados perpendiculares dois a dois, e
portanto AOS é igual a AOH, pois sao somas de dngulos iguais.
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B H R A

Figura 1.5: O lema de Roberval

De maneira semelhante, lida-se com oa caso em que o angulo ARO é
agudo.

Para construir efetivamente a tangente pelo ponto E da cicloide, Rober-
val traga E'F, a velocidade ao longo de AC', em seguida a circunferéncia que
passa por F' e é tangente a AC, o didmetro GB e obtém F'B, o que lhe
permite tragar FH (Figura 1.6).

Figura 1.6: A construgao da tangente por Roberval

Usando a mesma ideia de composicao de movimentos, Roberval estuda,
corretamente, um caso bem mais complicado, o da tangente a quadratriz.
Vejamos como ele procedeu.
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1.1.3 Roberval e a tangente a Quadratriz
A quadratriz

Esta curva resolve dois dos problemas cldssicos dos gregos: a quadratura
do circulo e a trissecao do angulo. Para construi-la, suponhamos que no
quadrado ABCD o lado AD gira com movimento circular uniforme em
torno de A até que coincida com o lado AB. Ao mesmo tempo, o lado DC
desce com velocidade constante até coincidir com AB. Os dois movimentos
estao sincronizados de maneira que ambos os lados, DC e AD coincidam
com AB no mesmo instante.

Figura 1.7: A quadratriz

A quadratriz é o lugar geométrico gerado pelas interseccoes destes dois
lados méveis, a a curva DPZ da Figura 1.7. Ela foi inventada por Hipias de
Elis (viveu em torno de 420 a.C.), originariamente em suas tentativas para
trissectar o angulo. Tudo indica que foi Dindstrato (viveu em torno de 350
a.C.) quem pela primeira vez a usou para fazer a quadratura do circulo.

Seguiremos, nesta parte, exposicao feita por Patricia Nunes da Silva no
semindrio de historia da matematica no Instituto de Matemaética da Univer-
sidade do Estado do Rio de Janeiro em 2022.

Em primeiro lugar, a fim de seguirmos mais fielmente a apresentacao de
Roberval, mostraremos a quadratriz como ele o fez. Na Figura 1.8 ela é a
curva DFG.

Como diz Pedersen [15], a argumentacao de Roberval nao é muito clara.
Para torna-la mais compreensivel, nés a traduziremos para o nosso simbo-
lismo algébrico, com o cuidado de que ele corresponda as ideias de Roberval.

Para simplificar a apresentaciao, suporemos que AB =1 e que a rotacao e
a translacao alcancam o lado AB em uma unidade de tempo. Escolheremos
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)

Figura 1.8: Roberval e a tangente & quadratriz-1

D como origem do sistema de coordenadas.
Podemos entao descrever, de duas maneiras, as duas composicoes de
movimentos indicadas anteriormente, o de rotacao e o de translacao.
Primeira maneira — Quando o movimento do ponto I é dado pela
composigao da rotacdo de AF (curva v1(t)) e pelo deslocamento de F' ao
longo de AF (curva ,(t)). Neste caso, as parametrizacoes a seguir garantem
a intersecao que gera a quadratriz.

v (t) =( —cos( ) Sen(—))

’yg(t):(t—1+cos( ), (1- t)tg(%t)—sen(%t)).

Assim, as respectivas velocidades séo

1) = (Gsen (5). S cos(5)).

2500 = (1= Fen (-t + 50w D) - con G

Devemos observar que i (t) e v4(t) ndo sdo ortogonais.
A quadratriz y(t) é dada por?

3 = () +22(0) = (11 -0 (), teo.1),

2Na parametrizacio adotada, o valor para ¢ = 1 pode ser obtido por um processo de
limite.
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Para F'=~(t),t €[0,1), a tangente & quadratriz é dada por

7’(t)=71(t)+vé(t)=( (D) + L0 (2 >)

) N \

Figura 1.9: Roberval e a tangente & quadratriz-2

Roberval nao dispoe de informagoes sobre o vetor v4(t). Para determi-
nar a diregdo de 7'(t) (tangente & diretriz em F, ele adota um sistema de
unidades de tal maneira que a velocidade de deslocamento de F' coincida
com a medida de FK. Isto permite que ele deduza a medida de FR (a
velocidade do movimento circular de F'). Observe que

Para compreender que essa construcao determina corretamente a direcao
de ~/(t), consideremos uma segunda composigdo de movimentos (2).

Segunda maneira — Quando o movimento do ponto F' é dado pela
composi¢ao do movimento de I'F' (curva v1(t)) e pelo deslocamento ao longo
de IF (curva v,(t)). Neste caso, para garantir a intersegdo devemos ter

m(t)) = (£,0)

2 =(0.0-01(5).
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Figura 1.10: Roberval e a tangente & quadratriz-3

n(t)) = (1,0)

50 = (0w (5 + L),

Vemos que, neste caso, 1 (t) e 75(t) sao realmente ortogonais.

o \ /

Figura 1.11: Roberval e a tangente & quadratriz-4

A quadratriz v(t) é representada por

1) = () +22(0) = (£ (1=t (G ) te(0.D)

Para F' =~(t), t €[0,1), a tangente & quadratriz é dada por
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ORSHORRAGRI IREIES R

—

Figura 1.12: Roberval e a tangente & quadratriz-5

Procedamos como Roberval, escolhendo um sistema de unidades tal que
a velocidade de deslocamento de F para a direita coincida com a medida de
FK. Observe que a composi¢ao dos movimentos indicados na Figura (1.8)
permite a aplicacao da regra do paralelogramo para determinar M'. Isso
nos mostra que M’ pertence obrigatoriamente & reta suporte de AB. Isso
permite que Roberval ao considerar o movimento (1) determine M como
descrito anteriormente.

Figura 1.13: Roberval e a tangente & quadratriz-6

Mostraremos agora que M = M’'. O vetor correspondente relativo ao
deslocamento ao longo de I N satisfaz
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2 2

FK 1
Como FK =1 -t obtemos

Fr_-tg(3) + S see(3)

— )
FI'=-(1 —t)tg(%t) + uTt)sec2(

Tt

2)'

11

Sejam o ponto R’ tal que FR' é perpendicular a AF e a M'R’ e K' tal

que R'K’ é perpendicular a FK.
Segue-se que

m(1-t)? 7t S
=——tg(— K'=
5 t8(5) e R

Assim, FR'=FRe M = M.

(1 -t)?
—

FK'






Capitulo 2

Fermat

Pierre de Fermat (1601-1665) notabilizou-se por trabalhos em vérios cam-
pos da matematica: foi um dos criadores da geometria analitica, fez impor-
tantes contribuigoes a teoria dos numeros, desenvolveu métodos para achar
maximos e minimos e para determinar as tangentes a curvas e resolveu pro-
blemas de quadratura.

Neste capitulo, veremos contribuicoes de Fermat a determinacao de tan-
gentes a curvas.

Para bem entender seu “método das tangentes” é importante ver, inici-
amente, como ele achava méximos e minimos. E, portanto, o que faremos
inicialmente.

2.1 O método dos maximos e minimos de Fermat

Fermat fundamenta seu método de maximos e minimos em ([4], pp. 124-
126). Em seu primeiro exemplo, ele divide um segmento AC' a fim de que
AFE x EC seja um méximo.

A E C

Figura 2.1: Dividir AC' de maneira que AE x EC seja maximo
Nas palavras do préprio Fermat,
Escrevamos AC' = b e seja a um dos segmentos, de maneira

que o outro serd b —a, e o produto, cujo maximo é procurado,
serd ba—a®. Seja agora a+e o primeiro segmento de b; o segundo

13



14 CAPITULO 2. FERMAT
serd b—a—e, e o produto dos segmentos serd , ba—a?+be—2ae—e?;
isso pode ser adequalado! com o precedente?:

2

ba —a® + be — 2ae — €2 adeq ba - d>.

Eliminando os termos comuns teremos

be = 2ae + 2.

Eliminando e obtemos enfim b = 2a. Assim, para resolver o
problema devemos tomar metade de b.

2.2 Um segundo método para achar maximos e
minimos

Fermat continua e propoe outro método para achar maximos e minimos:

Mas se for proposto dividir a mesma reta b de tal maneira
que o produto dos segmentos seja igual a z” (supondo-se, além
disso, que esta drea seja menor do que b%/4), havers dois pontos
que resolvem o problema, e observa-se que eles estarao situa-
dos, respectivamente, de um lado e do outro lado do ponto que
corresponde ao produto maximo.

De fato, seja a um dos segmentos da reta b, teremos que
ba — a® = 2""; uma equacdo ambigua, pois pode-se tomar para o
segmento a cada uma das duas raizes. Portanto, seja be—e? = 2"
a equacao correlacionada. Comparando as duas equacoes pelo
método de Viete:

ba - be = a® - €.

Dividindo ambos os lados por a — e obtem-se

b=a+e;

Além disso, os comprimentos de a e de e serdo desiguais.
Se, em vez da drea z”, tomarmos outro valor maior, embora
sempre menor do que b2/4, os segmentos a e e diferirdo menos

No seguinte, denotaremos adequalar por “adeq”.

2Fermat utilizou uma ideia da obra Aritmética de Diofanto, escrita no século IIT CE.
Para Diofanto, este termo significa algo como “aproximadamente” igual. Assim, supore-
mos que este é o significado de adequalagcao para Fermat.
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do que acontecia com os anteriores, os pontos de divisao se apro-
ximando do ponto que constitui o méaximo do produto. Quanto
mais o produto aumentar, mais, ao contririo, diminue a dife-
renca entre a e e até que ela desaparecerd exatamente no ponto
de divisao que corresponde ao produto maximo; neste caso, ha-
vera somente uma Unica e singular solucao, as duas quantidades
a e e se tornando iguais.

Ora, o método de Viete aplicado as duas equacbes acima
correlacionadas conduz a igualdade b= a + e, e portanto se e = a
(o que sempre acontecera no ponto que constitui o méximo ou
o minimo) ter-se-a, no caso proposto, b = 2a, o que significa que
se for escolhido o meio do segmento b, o produto dos segmentos
serd maximo.

Tomemos um outro exemplo: dividir o segmento b de tal
maneira que o produto do quadrado de um dos segmentos pelo
outro seja maximo.

Seja a um dos segmentos; deve-se ter que ba’—a> seja maximo.
A equacdo igual e correlacionada é be? —e3. Comparando as duas
equacoes pelo método de Viete:

3

ba? - be? = a® - b?;
dividindo ambos os lados por a — e obtém-se

ba+be:a2+ae+e2,

que fornece a forma das equacgoes correlacionadas.
Para ober o méaximo, faca e = a; obtém-se

2ba = 3a® ou 2b = 3a;

o problema estd resolvido.

2.3 A tangente a parabola

Usando seu método de adequalacao, Fermat acha a tangente a pardbola.

Seja B o ponto de intersecao da pardbola com uma perpendicular ao eixo
da curva e seja K o ponto, nao mostrado na figura, em que a perpendicular
ao eixo da pardbola e que passa por I intercepta a curva (Figura 2.2). Além
disso, seja O o ponto em que essa perpendicular corta a tangente a parabola
pelo ponto B
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Figura 2.2: Fermat e a tangente & pardbola

Pelas propriedades da pardbola, temos que
cp _ e
DI IK?’
Como 10 > I K, segue-se que

CD _BC?
— . 2.1
DI ~ 102 @1)
A semelhanca dos triangulos BCE e OIE acarreta que
2 2
BC _ CFE ‘ (2.2)
OI? IE?

De tudo isso decorre imediatamente que

o CE?
DI = IE?°
Fermat introduz a seguinte notagao: C'D = d, que é conhecido; CE =a e
Cl=e.
Entao (2.1) transforma-se em:

d a?

> )
d—e a?+e2-2ae

Mas isso é equivalente a escrever

da’® + de? - 2dae > da® - d’e.
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Agora, Fermat usa seu processo de “adequalagdo”; ele afirma que se
temos uma desigualdade valida para qualquer e, entao, essa desigualdade se
transforma em uma igualdade. Anacronicamente, podemos dizer que Fermat
faz uma passagem ao limite para obter uma igualdade.

Em nosso caso, temos

da® + de* - 2dae ~ da® - a’e = de® + a’e ~ 2dae.

Dividindo por e obtemos

de + a® ~ 2da.

Disso, como e é arbitrario, Fermat obtém que

a® = 2da.

Fermat conclui seu texto afirmando que

Provamos asim que C'E ¢ igual ao dobro de C'D, o que sabemos
ser verdade.

2.4 A tangente a cicloide

Estudaremos agora como Fermat determinou a tangente a uma cicloide, em
um ponto qualquer da curva. Para isso, é necessario, em primeiro lugar,
lembar que Fermat tinha sabia achar tangentes a curvas algébricas, o qual
ele conseguiu adaptar para algumas curvas transcendentes, como a cicloide.
A fim de poder fazer esta adaptacio, Fermat enunciou dois principios® afir-
mando que é permitido:

1 — Substituir as ordenadas das curvas pelas de suas tangentes ja deter-
minadas.

2 — Substituir os comprimentos de arco das curvas pelas respectivas par-
tes das tangentes ja determinadas.

Veremos como Fermat utiliza esses dois principios para sua determinacao
da tangente a cicloide. O que faremos, a seguir, é detalhar a parte do texto
da Kirsti Pedersen ([15], pp. 29, 30) que trata do assunto, pois sua leitura
é dificil, devido & sua concisdo. A Figura 2.3 serd nosso guia.

Sejam HGC uma cicloide com vértice em C' seu circulo gerador C M F,
C seu ponto maximo e RB a tangente em um ponto arbitrario R. Facamos

3Fermat (Oeuvres 1, p. 162).
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CD=x, RD = f(z), MD = g(z) e seja a = DB, o que procuramos determi-
nar.

Além disso, faga DF = e, e trace NE paralela a RD, e seja N seu ponto
de intercecao comRB e O seu ponto de intercecao com o circulo.

Todo o raciocinio de Fermat se baseia simplesmente na seguinte propri-
edade da cicloide:

f(x)=RM +MD =arcoCM + g(x). (2.3)

A tnica coisa que ndo é imediata é por que RM é igual ao arco C'M.
Para perceber isso, observe que quando o circulo gerador se desloca de sua
posicao inicial, em H, girando para a direita, até que H esteja em R, o
circulo terd girado por um arco exatamente igual ao arcoC'M.

A

Figura 2.3: a CICLOIDE

Pela semelhanca dos tridngulos RDB e NEB temos que

NE (a-e) .
@ e

Entao, usando o principio (1) Fermat conclui que

_f@)a-e) (‘”)(aa —°). (2.4)

NE~ f(x-e), (2.5)

com

f(x-e)=arco CO + g(x —e) =arco CM —arco OM + g(x —e).  (2.6)
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Sejam M A a tangente ao circulo V' sua intersegdo com NE e M A =d,
AD =b.
Pelo primeiro principio Fermat obtém

bh—
g(x-e)~ EV » %56)7 (2.7)
e do segundo
de
arco OM ~ MV = 5 (2.8)
Assim,
f(w—e)marcoCM—d?:+&b_e), (2.9)
Ora, 2.9 juntamente com 2.3 e 2.4, permitem escrever
arcoCM + g(x)(a - e) warcoC’M—@+f(w)(b_e). (2.10)
a b b
Assim, pelo processo de adequalacao,
M
arcoCM + g(z) _ d+g(3:)' (2.11)
a b
Isso acarreta que
flz) d+g(x)
= ) 2.12
- 2 (2.12)
Geometricamente, ja vimos, no capitulo sobre Roberval, que
d+9(@) _ g(a) o3

b T

de maneira que a tangente por R é paralela a MC.

2.5 Detalhes sobre o procedimento de Fermat

Para tracar a tangente a cicloide, Fermat se baseia no seguinte resultado,
que ja expusemos mas que repetimos para conveniéncia do leitor.

Lema: Considere o semi-circulo de didmetro BA e centro R; seja O um
ponto sobre o semi-circulo. Seja OH perpendicular a BA. Entéo, a reta OA
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é a bissetriz do angulo formado por OH e pela tangente a semi-circunferéncia
no ponto O (Figura 2.4).

Com efeito, seja OK paralela a BA. Suponha que o angulo ARO ¢é
obtuso. Entdo os angulos OAR e AOR séo iguais, e o angulo AOK ¢ igual
a ambos, pois as retas OK e BA sao paralelas. e os angulos KOS e ROH
séo iguais pois tém os lados correspondentes perpendiculares e AOS = AOH
como soma de angulos iguais.

E f4cil ver que o mesmo resultado vale se o angulo ARO for agudo.

B H R A

Figura 2.4: O lema de Fermat

Uma aplicacao direta deste resultado ao triangulo retangulo GF'B (Fi-
gura 2.5) justifica a construcao geométrica de Fermat.

H

Figura 2.5: O lema de Fermat



Capitulo 3

Descartes

3.1 Introducao

René Descartes (1596-1650) foi um filésofo, fisico e matemadtico francés que
influenciou profundamente a filosofia e a matemadtica.
Como afirmado por Carvalho [7],

O grande objetivo do trabalho de Descartes era provar que a
investigagao racional podia gerar conhecimento e seus trabalhos
em matematica se destinavam, em parte, a mostrar como isso
podia ser feito. Em verdade, para Descartes, a matematica era
o paradigma da pesquisa racional [...] (Carvalho [7], p. 71).

Ele expos seu método para garantir a obtencao de conhecimentos cer-
tos, indubitaveis, em seu livro Discours de la Méthode. Em um de seus
apéndices, intitulado La Géométrie (A Geometria) ele mostra como fazer
isso em matematica.

O A Geometria estd dividido em trés partes. E na segunda que Descartes
ataca o problema de achar a tangente a uma curva. Sobre isso, ele afirma

Eis por que acreditaria ter posto aqui tudo o que se requer para
os elementos das linhas curvas, quando, em geral, tiver dado a
maneira de tracar as linhas retas que caem em angulos retos,
sobre os tais pontos que se quiser escolher. E ouso dizer que é
este o problema o mais 1til e o mais geral, nao apenas o que eu
saiba, mas ainda aquele que jamais desejei saber em geometria.
(Descartes, ([8], p. 53)

21
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Pour bien conduire fa raifon, 8 chercher
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Prus

‘ DE LA METHODE

LA DIOPTRIQVE.
LES METEORES.

| BT

1 LA GEOMETRIE.

l Qi font des effis de cete MsTr0 08

|
1 De lmprimeriede [ A x Mat s,
[ Auee Priuilege.

|
3

Figura 3.1: O Discours de la Méthode.

A afirmacdo de Descartes mostra bem a importancia que, na época, se
dava & procura de tangentes a curvas e sua crenca de que seu método era
superior aos dos outros matematicos. Vejamos como ele procedeu.

Neste capitulo, veremos como René Descartes atacou o problema de
achar as tangentes de curvas planas.

3.1.1 O primeiro tratamento das tangentes no La Géométrie

Descartes apresenta duas maneiras de achar tangentes em seu livro. A pri-
meira é descrita a seguir

Figura 3.2: A determinacao da tangente

Descartes procede da seguinte maneira (Veja a Figura 3.2).

Faca CB = MA =y e CM = BA = x e procuremos uma relagdo entre
x e y. Agora, fagp PC =se PA=v, ou PM =v—-y. Como PMC é um
triangulo retangulo temos que s% = 2% + v% - 2vy + 3. ([8], p. 54).
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Assim,

x =52 - 02+ 2uy — 2.

Temos também que

y=v+Vs2-a2

Pode-se eliminar x ou y nessas duas equagoes. Fazendo isso, como diz
Descartes “resta sempre uma soma na qual nao ha mais que uma quantidade
indeterminada, x ou ¥”.

Descartes aplica imediatamente esse roteiro a elipse x
54).

Eliminando z2, obtemos

2=ry-Ly” (8], p.

32—02+2vy—y2:ry—fy2,
q

ou seja

ry — 2quy + qv° — ¢s>
2y Y240y v g
q-r
Observe que, ao acharmos y, estamos obtendo o comprimento de um
segmento, como mostrado na Figura 3.2.

0.

3.1.2 O segundo método de Descartes

A segunda maneira apresentada por Descartes é a seguinte ([8], pp. 57-61).
Considere a curva OEC, da Figura 3.3, cuja tangente no ponto C' dese-
jamos determinar. Uma circunferéncia cujo centro esteja sobre o eixo OX e
que passe pelo ponto C, em geral intercepta a curva OFEC em dois pontos,
C e E. H4 somente uma excecdo, mostrada na Figura 3.4, quando o centro
P = (h,0) da circunferéncia se encontra exatamente sobre a normal & curva
OEC, pelo ponto C. Neste caso, a circunferéncia é tangente a curva.

Se conseguirmos determinar as coordenadas do ponto P, ou seja, deter-
minar h, é facil achar a tangente a curva, por C, pois ela serd perpendicular
a normal pelo mesmo ponto.

Este método de Descartes, exposto no La Géométrie é extremamente
elegante. Em principio, ele funciona para curvas descritas por equacoes
algébricas f(x,y) = 0. No entanto, rapidamente ele se torna tecnicamente
complicado, como serd visto na préxima secao.

Vejamos um exemplo mais simples do emprego do segundo método de
Descartes.
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o D (h,0)

Figura 3.3: Construcéo de Descartes para achar a tangente a uma curva

Figura 3.4: A determinagao da tangente

3.1.3 Exemplos de aplicacao do método de Descartes

Determinemos o ponto P no caso em que a equagao da curva OCE é y = \/x.

Sejam (a?,a) as coordenadas do ponto C, r o raio da circunferéncia, e (h,0)

as coordenadas do ponto P. Entao, a equacao da circunferéncia é
(x—h)2+y2 =72

ou seja,

22 +y?-2hx+h?-rt=0.

Os pontos de intersecao da curva com a circunferéncia sao determinados
resolvendo o sistema

{ 2?2 +y? -2hx+h%2-r?=0
y=vz
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Eliminando y, obtemos a equagao do segundo grau

:172+(1—2h):1:+(h2—7‘2):0

Em geral, esta equacao tem duas solugoes para x. Sabemos que a cir-
cunferéncia e a curva se cortam no ponto (a?,a), ou seja, z = a® é uma das
raizes da equacgao. Para ela ser a Unica raiz, é necesséario e suficiente que
x = a® seja uma raiz dupla. A fim de que isto aconteca, devemos ter

x2+(1—2h)x+(h2—r2):(x—a)2.

Desenvolvendo o lado direito e comparando os coeficientes, teremos

1—2h=—2aZ—>h:a2+1
2
Assim, a circunferéncia de centro (x = a® + %, 0) seré tangente ao grafico
de y = \/z no ponto (a?,a).
Se tentarmos aplicar o método de Descartes para encontrar a tangente
A curva de equacdo y = 23, e que passa pelo ponto de coordenadas (a,a®),
vemos que a situacao se torna tecnicamente enfadonha e longa, embora nao
apresente dificuldades conceituais.
Com efeito, devemos resolver o sistema

v+ 22 -2hx+h:-r?=0
y=a’

Assim, temos que

28+ 22 —2hz+h2-r? =0.

Se quisermos achar a tangente que passa pelo ponto (a, a3), esta equacao
deverd ter uma raiz dupla para z = a.
Assim, podemos escrever

2%+ 22 - 2hx + K2 = 1% = (z - a)*(z* + B2® + C2® + Dz + F).

Desenvolvendo o lado direito obtemos

a5+ 22— 2hx +h? —r? = 2%+ (B-2a) 2° + (a® = 2aB + C)z*
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+(a*B - 2aC + D)z” + (a*C - 2aD + F)2* + (a®’D - 2aF) x + a’F.

Comparando os coeficientes, obtemos o sistema

(B-2a)=0
(a*-2aB+C) =0
(Ba®-2aC +D) =0
(Ca®-2aD+F)=1
(Da* - 2aF) = -2h
a’F = h? - 1?

Com a Equagao (3.1) obtemos

B =2a.
Usando (3.2) e (3.7) temos

a?-2a(2a) +C =0 - C = 3ad.

Utilizando estes valores de B e C' em (3.3) obtemos

a*(2a) - 2a(3a*)+ D =0

0 que acarreta

D =4a>.

Usando todos estes valores em (3.4) obtemos

a®(3d®) - 2a(4a®)+ F=1—- F =1+5a"

Enfim, por meio de (3.5) chegamos a

a? (4@3) - 2a(1 + 5a4) =-2h—->h=a+ 3a5,

(3.1)

(3.2)

(3.3)
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ou seja, as coordenadas do centro do circulo tangente sao (a + 3a’,0).
Estes valores nos permitem escrever

4
22 -2hr+ W2 -r?=(z-a)*(z +2az® +3d®2? + 4d3z + 1 + 5a?).

Vocé observa que os calculos realmente podem se tornar complicados.
Como diminuir o trabalho envolvido na aplicaggo do método de Descartes
para achar tangentes a curvas? E o que veremos a seguir.

3.2 Schooten e Hudde

As dificuldades técnicas que surgem na utilizacdo do método de Descar-
tes diminuem bastante se usarmos a chamada “regra de Hudde”, devida
ao matematico holandés Hudde, que participou ativamente do circulo de
matematicos reunidos em torno de van Schooten.

Frans van Schooten (1615-1660) foi um matemédtico competente, lem-
brado principalmente por ter contribuido fortemente para a difusao das
ideias matematicas de Descartes. Ele foi professor de matemaética na Uni-
versidade de Leiden e dentre seus alunos contam-se Christiaan Huygens,
Johann van Waveren Hudde e René de Sluze (Hofmann 1981). Ja em 1649
publicou uma traducdo do La Géométrie para o latim, a lingua culta da
Europa, na época. Com ajuda de seus colegas matematicos aumentou aos
poucos essa traducgao, adicionando-lhe apéndices visando a completa-la e a
tornéd-la mais compreensivel. Assim, como o latim era a lingua dos cientistas
da época, as ideias de Descartes puderam se difundir mais facilmente por
toda a Europa. A edicdo do La Géométrie em dois volumes, de 1659 e
1661 respectivamente, contém apéndices de Jan de Witt, Johann Hudde e
Hendrick van Heuraet. Foi esta a edigdo que Isaac Newton comprou e leu.

Jan (ou Johann) Hudde (1628 — 1704) formou-se em Direito, e seu en-
volvimento com a matemaética provavelmente se encerra em 1663, data apods
a qual nao se conhece em suas atividades nada relacionado a matematica,
tendo ele se dedicado a partir dai a politica, chegando a ser prefeito de
Amsterdam. Em 1657 ele se correspondeu com Sluse, Huygens e Schooten
sobre quadraturas, tangentes e centros de gravidade de curvas algébricas
(Haas 1981). Haas considera Hudde o mais brilhante dos alunos de Schoo-
ten, tendo sido elogiado por Leibniz, que, em 1697, escreveu que somente se
poderia esperar uma solucao do problema da Braquistéocrona por Newton,
L’Hospital, os Bernoullis e Hudde caso este 1iltimo “nao tivesse abandonado
tais pesquisas hd muito tempo” (Haas 1981).
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3.3 A regra de Hudde

No apéndice, em forma de carta, a edicao citada de van Schooten, Hudde
afirmou que

Se em uma equacao duas de suas raizes sao iguais, e ela for mul-
tiplicada por uma progressao aritmética arbitraria, obviamente
o primeiro termo da equacao pelo primeiro termo da progressao,
o segundo termo da equacao pelo segundo termo da progressao
e assim sucessivamente, afirmo que o produto serda uma equagao
em que uma das acima mencionadas raizes se encontrara.

Em outras palavras, suponha que os ntimeros p + ¢i estao em progressao
aritmética, para¢=0, 1, ---, n—2. Entao, o polinémio

F(x)= Zaizni
i
tem uma raiz dupla no ponto e se e somente se o polindmio
F* (@) = Sailp + gi)a’
i

tem uma raiz simples em e.
Hudde dé uma demonstracao para um polinémio de grau 5, mas que
funciona para qualquer grau, como veremos.

3.3.1 Demonstracao da regra de Hudde

Demonstremos agora a regra de Hudde.
Suponha que e é uma raiz dupla do polinémio f(z) =0. Entao,

f ()= (z-e)*(co+crz+com® + - + Cpoz™2)

k=n-2

= (@-)( Y epr®)
k=0

k=n-2
=y cr(2™1? = 2eaPtL + €22,
k=0
Se esta equacao for multiplicada termo a termo por uma progressao
aritmética p + ¢i, na qual p e ¢ sdo numeros inteiros, et =0, 1, 2, .-+, n—2,
obtemos o polindémio
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k=(n-2)
g@)= > ea{lp+q(k+2))a"*2-2e((p+q(k+1))a"" +e*(p+qk)}
k=0
k=(n-2) k=(n-2)
= Z ce(p+ qk‘)(;p2 —%%ex + b2) + 2 Cqu($(k+2) B ebx(ml))
k=0 =

(n-2) (n-2)
=(x-¢)® Y (p+ak)aF+2q(xz-e) Y cpa™
k=0 k=0

e vemos obviamente que e é uma raiz de g(z).
Uma demonstragao moderna da regra de Hudde seria a seguinte.
E facil ver que

g9(z) =pf(z) +af'(2).
Se f(z) = (z - a)*h(x),
temos
(@) =2(z - a)h(z) + (z - a) W' (z).

Assim, se a é uma raiz dupla de f(z), entdo a é também uma raiz de
f(x) e reciprocamente.
Um exemplo tornard claro o funcionamento da regra.

3.3.2 Exemplo de funcionamento da regra de Hudde

Considere o polinémio®

22— 42 +50-2=0

e a progressao aritmética 3, 2, 1, 0.
Disponhamos o procedimento como segue

3 —4x® +hr -2
3 2 1 0
3x3 —8x? +hx

1Vé-se facilmente que este polinémio pode ser fatorado como (z —2) (z — 1)°.
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Entao, a regra de Hudde afirma que e é raiz dupla de
z2 — 422 + 52 — 2 = 0 se e somente se 3z — 8z + 5z tem a raiz e.
Ora, como é facil verificar

323 -8z + 5z = 2(x - 1)(3x - 5).

E vemos assim que = 1 é raiz simples de 3z — 822 + 52 = 0 e dupla de
23— 42+ 52 -2=0

Mas, como isso ajuda a resolver o problema de determinar a tangente a
uma curva? E o que veremos na préxima secao.

3.4 A regra de Hudde e a determinacao de tan-
gentes

O que esta regra tem a ver com o problema de facilitar os calculos na uti-
lizacao do método de Descartes para a determinacgao das tangentes as curvas?
Isto acontece porque a escolha judiciosa da progressao aritmética permite
reduzir consideravelmente os calculos envolvidos.

Relembremos o que foi feito na secdo 4 para achar a tangente a y = 23,
quando chegamos & equacao

x6+3:2—2h:13+h2—r2:0,

com a qual temos que determinar h e 7.

Usemos o método de Hudde para determinar suas raizes multiplas. Para
tal, escolhamos a progressao aritmética 6, 5, 4, 3, 2, 1, 0 e disponhamos o
procedimento da seguinte maneira

4

25 +02°  +0z +0x3 422 —2hx  +h% -2
6 5 4 3 2 1 0
6z°  +0°  +0z* +0x3 227 -2hx 0

Desta maneira, obtivemos, com a aplicacao da regra de Hudde, o po-
linémio
628 + 222 — 2hz = 0,

que nos permite facilmente calcular o valor de h:

_ 62° + 2z
2

h
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Como estamos procurando determinar a tangente no ponto (a, a3), che-
gamos a

B 6a’® + 2a
2
resultado que coincide com o que obtivemos anteriormente e vemos que nosso
trabalho foi muito facilitado.

h

= 3d° +a,
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